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Homeomorfismos de 1-Variedade nao Hausdorff com uma direcao de
ramificacao

Guilherme Brandio Guglielmo !
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Resumo:  Em [2] Fenley provou que se um homeomorfismo f age sem ponto fixo em uma R
drvore ndo Hausdorff H, entdo ela possui um eixo, isto é uma copia de R mergulhada, invariante
por f no qual f age por translagcdo. As 1-variedades ndo Hausdorff e simplesmente conexas sdo
casos particulares dessas R-drvores. Em [1] Barbot jd havia provado o mesmo resultado para 1-
variedades ndo Hausdorff e simplesmente conexas. Nesse trabalho, estudamos a existéncia de um
tal eixo invariante para o caso em que o homeomorfismo possui um tinico ponto fixo, separa pontos
e a I-variedade tem apenas uma dire¢do de ramificagdo.
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Abstract: In [2] Fenley proved that if a homeomorphism f acts without a fixed point on a non-
Hausdorff R-tree ‘H, then it has an axis, that is an embedded copy of R, f -invariant, where f acts
by translation. The non Hausdorff, simply connected 1-manifolds are particular cases of R-trees.
In [1] Barbot has proved the same result for non Hausdorff, simply connected 1-manifolds. In this
work, we studied the existence of such invariant axis in the case that the homeomorphism has a
single fixed point, separate points, and the 1-manifold has only one branching direction.
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1 Introducao

O estudo de 1-variedades ndo Hausdorff tem sua importancia, por exemplo, no fato desses espacos apare-
cerem em diversos contextos como espagos quocientes associados a folheagdes de codimensdo 1 em variedades
e munidos de a¢des de grupos de homeomorfismos (difeomorfismos). Isso motivou vdrios autores a estudarem
acoes nesses espagos, em particular, acdes de grupos gerados por um Unico homeomorfismo. Este é o tema desse
trabalho. Em [2], Fenley provou que se um grupo G = [ f] age sem ponto fixo em uma 1-variedade ndo Hausdorff,
simplesmente conexa H, entdo ela possui um eixo, isto é uma cépia de R mergulhada, invariante por f no qual [f]
age por translacdo. A proposta desse trabalho é provar um resultado semelhante, mas agora, admitindo que f tem
um unico ponto fixo de tipo hiperbdlico. Ao mesmo tempo, a existéncia desse ponto fixo permite dar uma outra
caracterizacdo desse eixo. O trabalho € dividido em trés se¢des. Na primeira sdo apresentadas algumas defini¢Ges e
exemplos. Na segunda € apresentado o conceito de blocos e sua caracterizagdo. E na terceira provamos o resultado
principal.

Este trabalho € resultado de um projeto de Iniciagdo cientifica realizado pelo primeiro autor finalizado em
2017, sob a orientacdo do segundo autor e financiado pela Faperj (Fundacdo de Amparo a Pesquisa do Estado do
Rio de Janeiro) a quem agradecemos pelo apoio fornecido. Durante esse periodo foi feito um bom aporte teérico
sobre o assunto, advindo de minuciosa leitura e discussdes de artigos referentes ao assunto. Principalmente do
artigo [2], que foi uma grande fonte de ideias e indagacdes. Assim, posteriormente, apds a conclusdo do projeto
de Iniciacdo Cientifica, esse aporte possibilitou atacar o problema descrito neste artigo e soluciona-lo ao longo do
ano de 2018.
1 {guilhermeguglielmo@outlook.com}
2IME-UFF, Campus do Gragoati - Bloco G - Niter6i (RJ) - Brasil
{phcgusmao@id.uff.br}




2 Homeomorfismos de 1-Variedade ndo Hausdorff com uma dire¢io de ramificagdo

Definicao 1.1. Dizemos que um espaco topoldgico é uma 1-variedade se todo ponto nesse espaco tem uma vizi-
nhanga aberta homeomorfa a um aberto de R.

Definicao 1.2. Dizemos que H é uma 1-variedade ndo Hausdorff quando existem pontos x # y em H onde
quaisquer dois abertos contendo esses pontos se intersectam. Diremos nesse caso que x e y sdo ndo separdveis e
usaremos a seguinte notacdo: x ~ y. Caso contrdrio, isto é, se dois pontos de H pertencem a abertos disjuntos,
diremos que eles sdo separdveis.

Figura 1: 1-variedade ndo Hausdorff

Observacio 1.3. Em todo o trabalho estaremos falando de 1-variedades ndo Hausdorff conexas e simplesmente
conexa (isto é, para todo x € H, tem-se que H — {x} tem duas componentes conexas). Note também que tais
1-variedades sdo por definicdo conexas por caminhos, isto é para quaisquer dois pontos dados x e y, existe um
caminho, ou seja, uma funcdo continua ¢ : [0,1] — H ligando x a y. Assumiremos também que H é separdvel,
ou seja, possui uma base enumerdvel de abertos.

Podemos construir tais 1-variedades, por exemplo da seguinte forma: considere a unido disjunta H =
RJ]R, onde fixamos a € R em cada c6pia de R da unido disjunta. Defina a seguinte relacdo de equivaléncia em
H: z ~ y, onde x e y pertencem a cépias distintas, se x+ = y enquanto nimeros reais € x > a. Agora considere o
espago quociente de H por essa relagdo de equivaléncia, que denotaremos por H. A topologia em H ¢ a topologia
quociente, isto é, se p : H — H € a aplicagdo quociente, entdo um conjunto em H € aberto se, € somente se, a pré
imagem dele é um aberto de H, onde a topologia em H € a natural: um conjunto € aberto em H se ele ¢ uma unido
de abertos em cada cépia de R na unido disjunta.
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Homeomorfismos de 1-Variedade ndo Hausdorff com uma dire¢do de ramificacdo 3

Figura2: H =R][[R
H

Verifiquemos agora que esse espago é uma 1-variedade. Dado x € H, temos os seguintes casos a considerar:
1)z =p(z),comz < a,

2) x = p(z), com z > a,

3) x = a1 ou x = ag, onde a; = p(a) para a na primeira cpia de R e a2 = p(a) para a na segunda cépia.
Para melhor diferenciarmos as cépias de R em H, chamemo-las de R; e Ro.

Consideremos, primeiro, o caso 1. Segue entdo, por hipétese, que z pertence a uma e apenas uma das copias
de R. Suponhamos, sem perda de generalidade que z € R;. Seja U um intervalo aberto em R; que contém z mas
ndo contém a. Entdo, por definigdo, se y € U, p(y) = ¥ e por hipétese § = y. Logo, no intervalo U, a fungdo
plu : U = p(U) é aidentidade, portanto um homeomorfismo.

Tomemos agora o caso 2. Segue que z = 2; € R; ou z = 29 € Ry. Sejam, agora,U; e Uy intervalos
abertos em R, respectivamente em Ro que contém 27, respectivamente z2, mas néo contém a e tal que p(U;) =
p(Usz) = U. Considere a fungdo p restrita a, digamos U;. Note que p~(U) = U; U Uy, ou seja U é aberto em H
e para todo y € Uy, tem- se p|y, (y) = § = y, assim p|y, : Uy — U é aidentidade, logo U é homeomorfo a um
intervalo aberto de R.

Por fim consideremos o caso 3. Facamos a seguinte considerag@o. Sejax; € R; e o € Ry tal que 21 > a
e 1 = xo como ndmeros reais. Entdo temos que p(z1) = p(x2) e escrevemos p(x1) = p(r2) = x2. Em outras
palavras, para classes de equivaléncia em H de pontos maiores que a serdo representados pelo ponto de R, em sua
classe.

Sejam Uy = Uy = (a—€,a+¢€), Uy CRy e Uy C Ry. Note que p(Uy) = (a1 —€,a1]U (az,aa+€) =Ue
p(UZ) = (a2 —€,a2 + 6) =V. ASSim’ p_l(U) = (G, - €7a+€)CR1 U (a,a+ G)C]Rz ep_l(V) = (a7a+€)CR1 U
(a — €,a + €)cRr,, 0 que mostra que ambos U e V' sdo aberto em H.

Repare que p|y, : Uy — U e ply, : Us — V sdo aplicagdes bijetoras e abertas, portanto homeomorfismos.
Assim, todo ponto nesse espaco tem um aberto homeomorfo a um aberto de R, logo H é uma 1-variedade.

Observemos também, pela prova no caso 3, que quaisquer dois abertos U e V,coma; € U e az € V tem
a propriedade que U NV # (J, 0 que mostra que essa 1-variedade assim construida é ndo Hausdorff. Note que por
construgio ela é também simplesmente conexa. E claro que podemos repetir essa construgio em qualquer ponto de
‘H de modo a introduzir um novo “ramo” e assim por diante. Se em cada etapa, introduzimos “ramos” em todos 0s
pontos da 1-variedade anteriormente construida, obtemos no limite uma 1-variedade denominada pena completa.
E um exemplo de uma 1-vareidade nio Hausdorff, mas nio separdvel(nio possui uma base enumerdvel de abertos).
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4 Homeomorfismos de 1-Variedade ndo Hausdorff com uma dire¢ao de ramificagao

Figura 3: Relacdo de equivaléncia

H

Definicao 1.4. Um segmento I C H é um conjunto que admite uma ordem linear tornando-o isomorfo a um
intervalo em R : [0,1],[0,1),(0,1)ou[0,0]. Isso significa que I é o homeomorfo a um desses intervalos de R
com a ordem natural e 0 homeomorfismo preserva a ordem. Dados x,y € H, dizemos que x é compardvel a y, se
x e y estdo em um mesmo segmento. Caso contrdrio diremos que x e y sdo ndo compardveis.

Figura 4: x comparavel a y1, Y2, y3, Y4

o3 . X b,

'»
=

3>
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Figura 5:  ndo compardvel a'y

Definicao 1.5. (Uma I-varidade nao Hausdorff com uma direcdo de ramificacdo) Dizemos que uma I-variedade
ndo-Hausdorff tem apenas uma direcdo de ramifica¢do, quando para qualquer x € H, somente uma das com-
ponentes de H — {x} tem a propriedade de que todos os pontos sdo conectadas a x por um segmento e a outra
componente tem a propriedade que dado quaisquer dois pontos ndo separdveis, pelo menos um deles é ndo com-
pardvel com x.

Diremos, por escolha, que se y pertence a componente de H — {x} onde todo ponto é compardvel a x, que
y <p . Se z pertence a outra componente de H — {x} diremos = <, z, no caso em que z é comparével a z. Note
que <, é uma ordem parcial em H.

Denotaremos uma 1-variedade ndo-Hausdorff com uma dire¢do de ramificagio por HT.

Figura 6: 1 lado de ramificacdo

0_<
0><
LN

Proposi¢ao 1.6. (Vem direto da defini¢do) Se x # y € HT e x = vy, toda sequéncia decrescente que converge
para x também converge para y, e também, toda sequéncia crescente que converge para T ndo converge para y.
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6 Homeomorfismos de 1-Variedade ndo Hausdorff com uma dire¢io de ramificagdo

Isto é, seja (z,,)n wuma sequéncia contida em H' tal que <p Zn+1 <p Zpparatodon € Nelim, ,oc 2, =
entdo lim,, o 2, = y. E seja (vy,)n wma sequéncia contida em HT tal que vy, <p Unt1 <p x paratodon € Ne
lim, o0 Uy = x entdo lim, .o, v, # .

2 Blocos

Observacdo 2.1. Dizemos que z separa x de y se x e y estdo em componentes distintas de H™ — {z}.

Definicéio 2.2. Definimos (x,y) = {z € H' | z separa x de y} e [z,y] = (x,y) U{z} U {y} que chamamos de
bloco aberto e bloco fechado, respectivamente.

Lema 2.3. O bloco fechado [z, y] é a intersecdo de todos os caminhos continuos em H™' de x para y
Demonstracdo: Seja B a intersec¢do de todos os caminhos de = para y, se z € [z, y] entdo qualquer caminho de
x para y deve conter z, se ndo z ndo separa z de y. Logo z € B.

Por outro lado se z ¢ [z,y]. Entdo z # =, z # y e z ndo separa x de y . Entdo z e y pertencem ao mesmo
componente de H* — {z}, portanto hd um caminho de z para y que ndo passa por z. Portanto z ¢ B. ]

O resultado abaixo por [2] serd importante para o que vem a seguir. A prova € extensa, por isso a omitiremos.
Observamos também que esse resultado conforme provado em [[2], Lemma 3.5] vale para espacos topologicos
mais gerais, as chamadas R-arvores ndo Hausdorff, dentre os quais as 1-variedades simplesmente conexas sao um
caso particular.

Lema 2.4. Para qualquer x ey € H' hd z; e y; € H™T tal que:

n

[,y] = U [T, yil 21 =2,y =y
i=1

Uma unido disjunta, onde [;,vy;] sdo segmentos de H*. Em adi¢do y; ~ x;1; para qualquer 1 < i <
n—1

3 Homeomorfismo com um ponto fixo, Semieixo e Eixo fundamental

Na sessdo 3 de [2] foi provado o seguinte resultado:

Teorema: Se H € uma 1-variedade ndo Hausdorff, conexa e simplesmente conexa e f € um homeomorfismo
que age em H sem pontos fixos, entdo existe uma cépia de R mergulhada em H e invariante por f.

Essa sessdo tem como objetivo mostrar um resultado andlogo mas para homeomorfismos admitindo um
ponto fixo de tipo especial. Essa c6pia de R mergulhada em T se dard na forma de um objeto chamado eixo
fundamental que logo serd definido.

Para evitar repeticoes, a partir de agora v sera um homeomorfismo de 7 com um tinico ponto fixo
x, que suporemos ser separavel de todo outro ponto y € H™*.

Teorema 3.1. Seja v um tal homeomorfismo de H*. Entdo ~ preserva a ordem, isto é, se z <, y entdo ~y(z)
<p NY)
Demonstragdo: Suponha por absurdo, que «y ndo preserva a ordem.

Considere a componente de H™ — {z} onde todos os pontos sdo comparaveis a z. Suponha primeiro que
exista @ ~ a’ nesta componente. Entdo existe uma sequéncia (zy), com a <, z,+1 <p 2, <p 2 para todo n com
limy, o0 2p, = a € limy,,_yo0 2, = a’.
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Homeomorfismos de 1-Variedade ndo Hausdorff com uma dire¢do de ramificacdo 7

Suponha que 7 ndo preserve a ordem do segmento [z,y]. Como [z,y] é um segmento, entdo ([z, y])
também € um segmento, pois v é um homeomorfismo. Logo, como 7 ndo preserva a ordem temos z <, y €
Y(y) <p 7(z). Segue que v inverte a ordem do segmento [a,y] e do segmento [a’,y], também por ~ ser um
homeomorfismo. Entdo terfamos que a <, y, a’ <, y e y(y) <, v(a) e y(y) <, v(a’).

Além disso, se 7y inverte a ordem em [a, y], entéo ele inverte a ordem em (a, y] = (da/, y].

Portanto como

. . /
lim z, =a e lim z, =a
n—oo n—oo

E v um homeomorfismo, logo continua, segue que

7( lim 2,) =(a)

n— oo

= lim 7(z,) =7(a) e  lim 7(z,) =~(d)

n—0o0 n—oo

e também

Y(zn) <p(a) e y(zn) <p(d).

Logo exibimos uma sequéncia (y(z,))n com v(z,) <, v(a) para todo n que converge para y(a) e y(a'),
um absurdo pela hipétese de a € H™.

Caso nio exista a ~ a’ nesta componente, basta tomar p € H* tal que z <, p,y <, peexistaa ~ a' na
componente de H — {z} onde todos os pontos sio compardveis a p. A existéncia desse p € dada pela construgio
de H*. Consideremos o segmento [z, p]. Como 7 ndo preserve a ordem do segmento [z, y] € assim inverte sua
ordem, segue que também inverte a ordem do segmento [z, p]. Entdo, de forma quase que andloga ao caso anterior,
terfamos uma sequéncia (2 ), coma <, Z,4+1 <p 2, <p p paratodo n que converge para a e ¢’ e assim (y(2zy))n
com 7(zy) <p y(a) para todo n que converge para y(a) e y(a’), que, como vimos anteriormente, ¢ um absurdo.

Definiciio 3.2. (Semieixo fundamental) Seja U a componente de H - {x} tal que se y € U, y é compardvel a x e
seja V a outra componente. Denotamos:

Ar(y) ={ye N |y e Ven(y) separay de v*(y)} - Chamaremos semieixo positivo, a direita (relati-
vamente) de x.

A_(7)={yeH'|yecUenr(y) separay de~*(y)} - Chamaremos semicixo negativo, a esquerda (re-
lativamente) de x.
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8 Homeomorfismos de 1-Variedade ndo Hausdorff com uma dire¢io de ramificagdo

Figura 7: Semieixo Fundamental positivo

Figura 8: Semieixo Fundamental negativo

ay

az 1Y) Y &

Mostraremos que quando x é um ponto fixo especial os conjuntos A_ () e A (7y) séo ndo vazios. Antes
disso provemos o seguinte:

Teorema 3.3. Seja x um ponto fixo de y. Sey € U, entdo y(y) € Uesey €V, entdo y(y) € V.

Demonstracdo: Suponha que ndo seja verdade, isto é, existe y € U tal que y(y) € V. Primeiro comoy € U, y <,
x e [y, x] é um segmento. Como v é um homeomorfismo, temos que ¥([y, z]) também é um segmento (isomorfo
a um intervalo em R) e v([y, z]) = [v(v),v(x)] = [¥(y), z]. Como ~(y) € V, por hipétese, z <, v(y) e entdo
inverte a ordem de [y, 2], um absurdo. O outro caso € provado de modo andlogo usando-se v~ *.

Definicao 3.4. Dizemos que um ponto fixo x de vy é hiperbolico atrator quando existe uma vizinhangca V,, de x
de modo que para todo y € V,, a sequéncia (y"(y)) é mondtona crescente, se y <, x, e decrescente, se T <, Y
e converge, em ambos os casos para x. Quando as sequéncias " (y) sdo mondtonas decrescente se y <, T e
crescentes, se v <, Y, dizemos que x é repulsor.
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Os resultados que seguem serdo provados sem perda de generalidade para o caso atrator. Para o caso
repulsor basta usar v~ ! no lugar de . O maior segmento contendo o ponto fixo  de modo a satisfazer a condi¢do
da definicdo de atrator serd chamado de raio de atracao.

Teorema 3.5. Se x é hiperbdlico atrator, entdo A e A_ sdo ndo vazios.

Demonstracao:
Como z ¢ atrator, existe 6 > Otal que se y € (x — 0,z + J), entdo Y(y) € (x — 0,z + 9).
Tome y € (z,x + J); como ja vimos, se y >, x entdo y(y) >, =.

Segundo, como z € atrator, segue que = <, Y(y) <, y e também = <, ¥*(y) <, ¥(y), logo ¥*(y) <,

Y(y) <pyentdoy(y) € [v*(y),y]. logoy € A.
O processo é andlogo para y € (z — 4, ). Primeiro, y <, x entdo y(y) <, =. Segundo, como z & atrator,
segue que y <, Y(y) <p x e também y(y) <, ¥*(y) <p @, por consequéncia y(y) € [y,7*(y)] logoy € A_(7).
|

Teorema 3.6. Se x ¢é atrator, existe b € HT e x <, b tal que

Y () <p v " H(y(B)) =77 (b), Vn.

E além disso, existe b’ <p T tal que
T () <p (Vb)) Vn.

Demonstragdo: Lembre que pela definigdo de ponto fixo atrator, existe b € H tal que = <, v3(b) <, 7*(b) <,
7(b) <, b. Considere um tal b. Note que como y(b) <, b, entdo [y(b), b] = [v(b),7 ' ((b))] é um segmento,
e dado que v € um homeomorfismo, v~ [y(b),7~*(7(b))] é um segmento e assim Vn, v~"((b)) é comparével
com ="~ 1(~(b)). Em particular eles sio separdveis.

Primeiro, note que o segmento v~ [(b), v~ (7(b))] ¢ ndo degenerado, ou seja, v~ (y(b)) # v~ "(b),
visto que x € o tnico ponto fixo,.

Agora, suponha, por absurdo, que exista n tal que v~ "(y(b)) >, v "~ !(y(b)). entdo y~" inverte a
ordem. Mas isso € uma contradicio com o Teorema 3.1 dado que v~" € um homeomorfismo (composi¢do de
homeomorfismos € um homeomorfismo).

Assim, 7" (y(b)) <, v " (v(b)) paratodon € N.
No caso em que b’ <, z, entdo v~ "1 (y(b')) <, v~ " (v(V')). A prova € andloga.

Teorema 3.7. Seja b € H*, x <, b (x inico ponto fixo de ) onde b pertence ao raio de atragdo de x. Se
x <p b <p y (por defini¢do da ordem parcial x e y sdo compardveis), entdo y € ['y*”(’y(b)), 'y*”*l('y(b))] para
algum n. Em outras palavras, (=™ (b)), ndo é limitado superiormente.

Demonstra¢do: Suponha por absurdo, que v~ "(b) <, y, ¥n, ou seja, (=" (b)), € limitado superiormente.

Logo temos uma sequéncia monétona crescente (segundo a ordem linear no segmento [x,y]) limitada supe-
riormente. Entdo ela converge, donde existe z <, y tal que

lim y7"(b) =2z = (lim y7"(b)) =~(z)

n— oo n—oo
= lim 7"()) = 7(2)

n—oo

Temos dois casos a considerar:
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10 Homeomorfismos de 1-Variedade ndo Hausdorff com uma dire¢io de ramificagdo

Caso I: v(z) = 2

Entdo z é um ponto fixo, o que vai contra a hipdtese de = ser o tinico ponto fixo.

Caso 2: z = v(z)

Nesse caso a sequéncia crescente (7~ "(b)),, é tal que v~"(b) <, z para todo n e

{ lim,, ooy "(b) = 2
’Y(hmn—wo V_H(b)) = 7(2’) = lim,, V_n(b)

Mas por defini¢do de H* tal situagdo ndo pode acontecer nessa componente de H — {x}.

Logo (7~ "™(b)),, ndo é limitado superiormente.

Observacio 3.8. Consideremos a mesma situagdo do teorema, mas agora com b € Ht, b <, x (x nico ponto
fixo de ~y) e b pertence ao raio de atragdo de x e y <, b <, x. Gostariamos de provar que (y~™ (b)) ndo é limitado
inferiormente.

Se conduzirmos da mesma forma a prova e supusermos que a sequéncia é limitada inferiormente, temos
que existe z € H' tal que

lim v "(b) =2 e lim v "(b) = v(2)

n— oo n— oo

2

com z =~ ~(z), o que pode ocorrer nessa componente de H™ — {x}, jda que a sequéncia (v~ ™(b)) é
decrescente. Tal fato ndo permite garantir a presenga de um outro ponto fixo, o que nos daria o mesmo tipo de
contradi¢do.

Entdo, a partir de agora assumiremos que v é um homeomorfismo que separa pontos, isto ¢, y(y) é
separdvel de y, Yy € HT.

Com essa hipdtese adicional, teremos que a sequéncia (y~"(b)),, também é ndo limitada (inferiormente).

Definicdo 3.9. (Eixo Fundamental) Seja v um homeomorfismo de H+ com um tinico ponto fixo x (hiperbdlico) tal
que =y separa pontos. Denotamos:

A(7) =A4(y) U{z} UA_(y)

A(7y) serd denominado Eixo Fundamental.

Teorema 3.10. Seja b >, = e b pertence ao raio de atragdo de x, entdo

Ar() = U (&7 0)]

Equivalentemente para a <,, x, e a pertence ao raio de atragdo de x, temos que

A-()= U (v"(a)x]
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Demonstracdo: Primeiro observe que pelo teorema anterior UN (x,v~™(b)] € A4(7), basta observar que o
ne
intervalo (z,b] C A4 (y) e y~"(b) € Ay (y) paratodo n € N, pois v~"2(b) <, v T1(b) <, v"(b).
O que nos resta mostrar é que A (v) C UN (z,y~"™(b)]. Para isso, suponhamos que y € A, (), entdo
ne

v(y) € ['y2 (y), y] ,eassimy € ['y(y), 7’1(3/)}. Afirmacdo: y é comparéavel a y(y). E assim também terfamos,
como consequéncia, que v~ *(y) é compardvel a y e assim sucessivamente.

De fato, suponha que y ndo é compardvel a y(y). Entdo existe 1 =~ x2 € [y(y),y] tal que y <, z1 e
v(y) <p w2 Mas, também temos que ¥~ (y) € ndo comparével a y. Portanto existe y1 ~ y2 € [y,7~*(y)] tal que
Yy <pyre7 ' (y) <p v

Logo existe um caminho que ndo contém y que liga v~ (y) a y(y), isto é, de v~ 1(y) a yo, de y; a z1 e de
2 a7(y), 0 que mostra que y & [y~ (y), (y)]. 7(y) & [v*(y), ], uma contradigdo.

Como consequéncia, é imediato ver que 4" (y) e y sdo compardveis para todo n.

Afirmamos que y e b sio compardveis. Suponha por absurdo que nio. Entdo existe 1 ~ xo € [b,y] com
b <, 1 ey <, z2. Podemos supor, sem perda de generalidade que y <, 7~ !(y), caso contrério faga o mesmo

paray" (y).

Suponha primeiro que 7~ "(y) <, 2 para todo n. Assim terfamos que y~"(y) seria uma sequéncia cres-
cente limitada superiormente, logo converge. Entdo terifamos outro ponto fixo diferente de x, uma contradi¢@o as
hipéteses iniciais.

Se existe k tal que 72 <, 7~ ¥(y), entdo 21 <, Yy *(y) e como b <, z; temos que b <, v *(y). Logo
existe n > k tal que v~ *(y) € [z,7~"(b)], donde y € [z,7~"+*(b)], ou seja y e b sio compardveis, contradigio.
Logo y € (x,v~™(b)], provando que y e b sdo compardveis e que y € UN (z,7~™(b)], como querfamos.

ne

Figura 9: Caminho de v~*(y) a (y) que ndo passa por y

I

De forma andloga temos que:

Corolario 3.11.

Chegamos assim ao resultado final que queriamos provar. O Eixo Fundamental representa a cépia de R
mergulhada em H*.

Revista Papa Goiaba
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